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ABSTRAK

Orde dari integral dan turunan dari suatu fungsi secara sederhana senantiasa dihubungkan dengan bilangan asli. Artinya jika
diberikan sebuah fungsi, maka kita dapat menentukan integral dan turunan ke orde satu, kedua, ketiga dan seterusnya. Ide
generalisasi dari konsep ini adalah bagaimana menentukan integral dan turunan yang berorde suatu bilangan pecahan
(fraksional) yaitu bilangan rasional atau bahkan bilangan real. Dalam makalah ini dijelaskan definisi dan teorema yang
berhubungan dengan integral dan turunan fraksional yang dikembangkan oleh matematikawan Riemann dan Liouville serta
caputo. Metode penelitian yang ditempuh adalah melalui studi literatur primer, yaitu dengan mengembangkan teori yang telah
dikerjakan peneliti terdahulu sehingga diharapkan akan diperoleh teori baru yang dapat diaplikasikan dan dikembangkan
secara lebih luas. Tujuan dari penelitian adalah untuk mengkaji dan mengetahui definisi, karakteristik dan sifat integral dan
turunan fraksional, sehingga diharapkan dapat berkontribusi secara mendasar pada bidang ilmu matematika dengan penekanan
pada gagasan yang sangat fundamental. Hasil dari makalah ini berupa kajian teori dan analisis dari integral dan turunan
fraksional. Menurut Riemann-Liouville bahwa turunan fraksional suatu konstanta tidaklah nol, sedangkan menurut Caputo
turunan fraksional dari konstanta adalah nol.

Kata Kunci
Integral fraksional, turunan fraksional

1. PENDAHULUAN fraksional. Demikian juga dari sisi aplikasi, mahasiswa
diharapkan termotivasi untuk mempelajari ilmu ini karena
fakta menunjukkan cukup banyak aplikasinya baik dalam
bidang ekonomi maupun teknik. Hemat kami, kajian ini
akan sangat penting karena hasilnya akan digunakan untuk
melengkapi kajian teori dari Integral, turunan  dan
Persamaan Diferensial yang sudah ada yaitu yang berorde
bilangan asli. Dengan demikian kajian integral, turunan dan
Persamaan Diferensial akan menjadi lengkap, meliputi orde
bilangan asli dan bilangan rasional.

Integral dan turunan merupakan bagian dari pada Kalkulus
dalam lImu Matematika yang kajian teori dan aplikasinya
sangatlah luas, termasuk dalam bidang teknik dan industri
maupun Ekonomi. Namun demikian orde dari integral dan
turunan tersebut pada umumnya (termasuk yang diberikan
kepada mahasiswa dalam perkuliahan formal), merupakan
bilangan asli. Padahal merupakan tantangan besar bagi para
matematikawan untuk memperluas orde dari integral dan
turunan tersebut mejadi bilangan rasional bahkan bilangan

real. Dalam makalah ini akan dikaji integral dan turunan Sehingga penulisan makalah ini diharapkan berkontribusi
yang berorde fraksional, yaitu orde integral dan turunan secara mendasar pada bidang ilmu matematika khususnya
berupa bilangan rasional untuk fungsi f(x) = x™, dengan m bidang kalkulus dengan penekanan pada gagasan yang
=0,1dan 2. sangat fundamental.

Hasil kajian pada makalah ini, diharapkan dapat menjadi
dasar bagi penelitian tahap selanjutnya yang kajiannya lebih
menitik beratkan pada masalah implementasi. Selain itu, 2. KAJIAN LITERATUR
tujuan jangka panjang dari kajian ini adalah  untuk 2.1 Kalkulus Fraksional
mendapatkan ~ bahan  ajar  kuliah  yang  dapat
dipertimbangkan untuk dimasukkan pada silabus mata
kuliah Persamaan Diferensial Biasa yang akan diberikan
kepada mahasiswa pada Program Studi S-1 Matematika.

Pada [6] kalkulus fraksional memberikan jawaban atas
pertanyaan apakah berlaku sama operasi turunan bilangan
bulat ber-orde n dengan n bukan bilangan bulat. Pertanyaan

PP : . ini pertama kali dikemukakan oleh L’Hopital pada 30
Hal ini dilakukan agar mahasiswa mendapatkan ilmu yang i pe - .
utuh dari sisi materi Integral, Turunan dan Persamaan September 1695. Pada saat itu, di dalam surat kepada

. . . L . . " . an . T
Diferensial, yaitu meliputi orde bilangan asli maupun Leibniz, dia bertanya tentang dx—z , Notasi Leibniz untuk
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turunan n pada fungsi linear f(x) = x. L’Hopital bertanya
bagaimana hasilnya jika =% . Leibniz menjawab itu akan

menjadi  “sebuah paradox, yang mana
konsekuensinya akan diputuskan”.

suatu hari

Menurut diskusi yang belum pernah terjadi sebelumnya,
kalkulus fraksional menarik perhatian para matematikawan
lainnya, banyak dari mereka yang seacara langsung atau
tidak langsung berkontribusi untuk pengembangannya.
Mereka adalah Euler, Laplace, Fourier, Lacroix, Abel,
Riemann, dan Liouville.

Di tahun 1819, Lacroix menjadi matematikawan pertama
yang memunculkan sebuah paper tentang turunan
fraksional.

Dimulai dengan = x™ , dimana m adalah bilangan bulat
positif, Lacroix menemukan turunan ke n adalah

dy

m (m—-n)!

|
m m-n

,m = n. (2.1)
dan dengan menggunakan simbol Lengendre T, untuk
faktorial umum, Lacroix menuliskan

d%y _ T(m+1)
dxm

r(m-n+1)

m-n

(2.2)
dengagnm =1dann = % diperoleh:

1
dzy _ 2vx
dx% \/E

2.2 Integral dan Derivatif Fraksional

Dalam [9], integral dan derivatif fraksional adalah suatu
integral dan derivatif dengan orde fraksional (sebarang).
Terdapat beberapa pendekatan untuk menotasikan derivatif
berorde  fraksional antara lain yaitu Riemann-Liouville,
Caputo, dan Grunwald-Letnikov. Dalam makalah ini akan
dibahas hanya integral dan derivatif fraksional Riemann-
Liouville dan Caputo.

Definisi Integral fraksional Riemann-Liouville dan definisi
dari turunan fraksional telah ada semenjak dua abad
terakhir. Sebagai contoh, diantaranya adalah Adam
Loverro dalam [1] yang mengulas tentang sejarah, definisi
dan aplikasi dari integral dan turunan fraksional dalam
bidang teknik. Juga dalam Kimeu[5] membahas tentang
integral fraksional dan turunan fraksional serta aplikasinya
dalam mengontrol suhu pada sistem aliran panas,
sedangkan aplikasi dari integral dan turunan fraksional
dibidang ekonomi dinamis diantaranya menentukan
elastisitas harga permintaan. Dalam [1] beberapa definisi
yang berkaitan dengan turunan fraksional diantaranya
integral fraksional atau turunan fraksional negatif yang
dikemukakan oleh Riemann-Liouville didefinisikan sebagai
berikut.

Definisi 2.2.1
Misalkan o bilangan real, integral fraksional orde o dari
fungsi f(x) adalah

JoF(x) = D™9F (x)
[ =D f(D) dt,

i)
dengan a > 0.Sedangkan untuk a > 0,dan 8 > 0, integral
fraksional yang dikemukakan Riemann-Liouville memiliki
sifat sebagai berikuta :

L J9Pf(x) = J**Pf(x)
2. J%Ff(x) = JF)*f (%)
Defnisi 2.2.2.

Derivatif fraksional Riemann-Liouville didefinisikan
sebagai

DEF(x) = S [P f ()]

1 da

T IMCE I OF S

'n—a) dx

(2.3)

(2.4)

Dg f(x) =
(2.5)

dengan o orde sebarang, n — 1 < a < n, n € Z*, x, batas
bawah, x,< X, x>0, dan D% operator derivatif fraksional
berorde a.

Derivatif ~ fraksional ~Riemann-Liouville  mempunyai
kekurangan untuk memodelkan peristiwa dalam dunia
nyata, dikarenakan memerlukan definisi syarat batas dan
nilai awal berorde fraksional. Syarat batas dan nilai awal
berorde fraksional belum mempunyai interpretasi yang jelas
dalam kehidupan nyata, sehingga diperkenalkan derivatif
fraksional Caputo sebagai alternatif.

Adapun untuk turunan fraksional positifnya didefinisikan
oleh Caputo yang merupakan modifikasi dari Riemann-
Liouville yaitu sebagai berikut.

Definisi 2.2.3

Misalkan a bilangan real, dann — 1 < o < n, di

mana n adalah bilangan asli, turunan fraksional orde o dari
f(x) terhadap x

D*f(x) = J""*D™(x)
M- v ™) de (2.6)

= I'm—-a)

3. METODE PENELITIAN

Metode penelitian dalam bidang ilmu Matematika
cenderung lebih pada kajian teoritis melalui cara berfikir
kritis dan logis. Metode penelitian yang ditempuh adalah
melalui  studi  literatur ~ primer, vyaitu  dengan
mengembangkan teori yang telah dikerjakan peneliti
terdahulu sehingga diharapkan akan diperoleh teori baru
yang dapat diaplikasikan dan dikembangkan secara lebih
luas.

Metode bersifat aksiomatik, yang dibagi menjadi dua
bagian besar yaitu analisis fungsional yang bertujuan untuk
menunjukkan secara teoritis bahwa solusi dari suatu
turunan fraksional adalah ada dan tunggal.

Penelitian ini akan dilakukan dalam dua tahap, yaitu:

1. Mengkaji ulang hasil-hasil yang telah dicapai pada
penelitian terdahulu. Hal ini diperlukan untuk
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menentukan dan menetapkan sasaran apa yang akan
dicapai pada penelitian berikutnya.  Kajian akan
dilakukan melalui text book, jurnal, ataupun media
lainnya.

2. Melakukan kajian analisis untuk menjamin eksistensi
solusi, yang dilengkapi dengan metode mencari solusi.
Hal ini dilakukan melalui aktivitas berupa penelusuran
berbagai pustaka yang menunjang dan berkaitan
dengan masalah yang dihadapi.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam [6] bahwa integral fraksional berorde o dari fungsi
polinom sederhana yang berbentuk f(x) = x™, menurut
Riemann-Liouville dapat dinyatakan dalam bentuk
perkalian fungsi gamma dengan fungsi polinom sebagai
berikut:

Persamaan (2.3) untuk x, = 0 dan f(x) = x™ diperoleh:

J&f(x) = D™*x™ @ )f (x—)*te™dt (4.1)
Sehingga kita dapat menghitung D~*x™ , dimana a >

0,m > —1. Sebagai berikut

D—a m _ 1 f t a—1 tm
x™ = @ (x—=1t)
_ _ya— 1 a—-1sm
D~ %x™ F(a)f( ) t™dt
Jikat=xu ,untuk t=0>u=0
dt=xdu , untuk t=x > u=1 , maka diperoleh
D™ %xm =F(a)f (1 —w)* x* ! (xu)™ x du,
1
D~ %™ = +a 1—u)e 1 m
x F(a)x f( w)* (w)mdu
0
D¢ xM™YB(m+1,a
= ') ( )
D~ %™ = F(m + 1) m+a

F(m+a+1)x

Sehingga integral fraksional berorde o dari fungsi polinom
sederhana yang berbentuk f(x) = x™ menurut dapat
dinyatakan dalam bentuk perkalian fungsi gamma dengan
fungsi polinom yang dapat dinyatakann dalam teorema
berikut :

Teorema 4.1:

Integral fraksional berorde o dari fungsi polinom sederhana
yang berbentuk f(x) = x™ adalah

rm+1)
F(m+a+1)x

m+a

D—a m _—

,untuk a > 0,

m>-1,x>0 (4.1)

Kita lihat teorema (4.1) menginformasikan kita, bahwa
integral fraksional dari suatu k yang konstan berorde a
adalah

k
x
r(a+1)

D™%k =

(2.6)

Dan secara khususnya, jika a = % , maka dengan
menggunakan teorema (4.1) diperoleh:

D_l/zxo — r (0 -ll_ 1) x0+% — r(l) x1/2
rQO+;+1) re/2)
= _\/_ =2
\/—
D_l/le — F (1 -ll_ 1) x1+% — F(Z) x3/2
1+ +1) re/2)
1 3 4 ’x3
= 3 1 X2 = — —_—
S 2 3(m
272 v
D-1/242 — (2 ‘1" D x2+§ re) x5/2
Fr@+;+1) r(j/2)
I'(3) s 16
=5 3 1 X775
2 22V
Fungsi turunan fraksional bisa diartikan dengan

menggunakan definisi integrasi fungsi. Sampai saat ini,
asumsi bahwa a« = n—u, dimana 0 <a < 1dan n adalah
bilangan bulat terkecil yang lebih besar dari u. Lalu, fungsi
turunan f(x) dari urutan u adalah:

D" f(x) = D"[D™*f(x)] (4.1)

Asumsikan kita ingin mencari fungsi turunan f(x) =
x™ untuk turunan «, dimana m > 0. Perhatikan apabila
kita ingin menggu teorema (4.1), kita harus menukar u dan
a, misalkan u n—a, di mana 0 < u < 1. Lalu kita
punyan = 1danu = 1 — a. Maka,

D¥f(x) = D' [D~ "9 f(x)]
— Dl[D—(l—a)xm]
r(m+1)
r(m—a+1)+1)

= D[

m—a+1]

_ _ r(m+1)
- (m a+ 1) (m—-a+1)F(m—-a+1)
_ 'm+1)

" T(m—a+1) x

Sehingga turunan fraksional berorde a dari fungsi polinom
sederhana yang berbentuk

m-a

f(x) = x™ , dapat dinyatakan dalam bentuk perkalian fungsi
gamma dengan fungsi polinom yang dapat dinyatakan
dalam teorema berikut:

Teorema 4.2:

Turunan fraksional berorde o dari fungsi polinom
sederhana yang berbentuk f(x) = x™ adalah
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rm+1)
D™ = xme
rm—-a+1)
untuk m=0, 0<a<1 (4.2)

Secara khusus, akan dibahas turunan fraksional dengan
menggunakan teorema 4.2, definisi 2.2.2 dan definisi 2.2.3,
untuk turunan orde a =% dari f(x)= x™, dengan
m=20,1,2.

Perhatikan bahwa dengan menggunakan persamaan 4.2 dari
turunan fungsi Reimann-Louville, maka turunan orde «a =
% untuk fungsi konstan tidak sama dengan nol. Perhatikan
tabel 4.1 bahwa hasil dari persamaan 4.1, persamaan 4.2
tersebut memberikan hasil yang sama.

Table 4.1 Tabel Kajian Integral dan Turunan Fraksioanal

fx) | DY2 f(x) D/2yxm
= DD~V2f(x)] _ '(m+1) -1/
T(m—1/2+1)
x° D2 x° D1/250 — rc@ x—1/2
=pt [2\/2] F(l/Z)
T 1
1 = \/—_
=— X
VX
XL D1/2 51 DU/2yt — re) /2
4 [ rG/2)
=pl|= |=
3 m _ \/f
s
-2 X
TN
%2 D/2 4 D242 — rQ) Y
16 x5 re/2)
8 [x3
EERE
=§ ?

Selanjutnya akan dibahas cara mencari Integral fraksional
dengan menggunakan definisi 2.2.1, dan mencari turunan
fraksional dengan menggunakan definisi 2.2.2 dan definisi
2.2.3, untuk turunan fraksional berorde a =% dari f(x) =
x™, dengan m = 0,1,2, sebagai berikut:

a. Menggunakan definisi 2.2.1:

Misalkan « bilangan real, integral fraksional orde a dari
fungsi f(x) adalah

JUFGO) = DF (x),
— 1 * a—-1 d
—@fo (x — 0% £(0) dt

dengan a > 0.Sehingga diperoleh:

- ,0__1 % _ \%—1 40

1D % x —r(%)of(x )% 1. ¢0dt
—1 _1x —1 _ X
D /XO—\/—EOI(X—t) /1dt—2\/;

1
2)DYxl=— o (x— )27t
r3)
_1 x 1 _ 4 [x3
_\/_ﬁof (x—t) tht—g\/;
D% x?=— T (x =) e dt
rz)
1 rx % 2
"\/E"f (x—0)7"% . t*dt
misal :t=xu , x=0->t=0
dt =xdu, u=x->t=1
-% 2 - 1 1 _ =Y 02,2
D x—ﬁof (x — xu)™” x%u? . xdu
= Of "x(1 - w) x%u? du
31/2
f 21— wdu
3 : rerd
% x2 =22 2
D™ x 7TB(S,Z) = F(%)

b. Menggunakan defnisi 2.2.2

Derivatif fraksional Riemann-Liouville didefinisikan
sebagai

d" -
D, f() = = " ()], (2.4)

=) f(t) dt ]

(2 5];(36) F(n —a) dxm [f (

dengan o orde sebarang, n — 1 < a < n, n € Z*, x, batas
bawah, x,< X, x > 0, dan D* operator diferensial fraksional
berorde o. Sehingga turunan fraksional berorde a =%,
untuk x, = 0 dari f(x) = x™, dengan m = 0,1,2, sebagai
berikut:

diperoleh:

1) D”%x° :i[

dxm

[5G = 0m £(o) de]
=L [m [NCED L dt]
‘E[TE Jix =" dt]
= |-=- f"(x—t)-% 1]
—[——2 (x— )7 |2 ]
= 0-RLR

_1/2_ 1

2 " Vmx
= =" f() de]

- [;_1) - re dt]

dx® |r (1

I'(n—a)

\/_
2) D%x= a [

dx™

D¥xt=L |2 [Pt gt
dx 1"(%) fo (x—t)%
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Misal: t=xu, untuk t=0->ux=0
dt=x du, untuk t=x > xu=t
DYyl= L [ Lt .xdu]
dx :\/E O(x—xu)%
d |1 (1 x%u
=—|—= [ ————= du
dx _\/E fo x% (1—u)% ]
r 3
d |xz2 (1 1
= ﬁfoul(l—u) /Zdu]
r 3
d |xz2 ;1 ,_ -
=— \/—Efouz T(1-u)” 1du]
_afsp ooz rere
T ax |Vm ('2)_dx V1T 1“@)
L L
ylz L |X2 NE|_ 4 a2
D*x dx[n 3_“] 3\/de[ ]
4
volo 43y _2xt_ 4 [x
D”x W = \f
%2 - 4 _ #\1-0,5-1
et = [ - ool

Misal: t=xu ,untuk t=0->u=0
dt= xdu ,untuk t=x>u=1
D%x?= dd—x [\/iﬁfol(x —xu)7 %5 u?.x? .x du]
A1 c1 _ _
:E[\/—Efo x7%% (1 —u)7% utx? du]
a1 1 _
= [\/_ﬁ x5 [0 (1 —w)™%% u? du]
a1 32 _ _
:a[—nJﬂf (1 —w)%51 3 1du]
d -T3)
dx[\/— (E E)] dx[n ' r() ]
5\/_(2) 16 d(xZ) 6 5 %
T ax 1_5\/_ Tisve ax  1svmz>¥
Yoy 8
D 3\/_ 3\

¢. Menggunakan definisi 2.2.3

Turunan fraksional positifnya didefinisikan oleh Caputo
yang merupakan modifikasi dari Riemann-Liouville yaitu
sebagai berikut.

Definisi 2.2.3

Misalkan « bilangan real, dann — 1 <a <n, dimana n
adalah bilangan asli,turunan fraksional orde « dari f(x)
terhadap x

D*f(x) = 1"‘“D"f (x)

Jy e =t fM () de
Sehingga dlperoleh:

F(n a)“0

1) D% x° =

Jo e =705 1 fr()dt

r(1- 05)
— Y2 =

F(l)f( 7% .0.dt =

2) D%x' = r(1—1 fo -0 (1)

o f

1
1"()

B D* = [ - 07 @ de

(-

_ 1 x x3
_r(%) OJT 2t.dt = x\r

Dengan demikian turunan fraksional yang didefinisikan
oleh Caputo berlaku : D*C =0

Sedangkan dalam [2] didefinisikan bahwa A = (a) adalah
satu himpunan fungsi konstanta turunan riil Df dan C («)
adalah konstanta umum dari indeks a. Jadi, misalnya kita
memperhatikan dua fungsi:

1
f (@)= tz2dan f (t) = C dengan menggunakan turunan
fraksional persamaan 4.2 yaitu

Dex™ = mxm“", untuk m>0,0<a<1
r(m-a+1)
diperoleh:
1
1 —--+1 (-~
D ? [ t_%]—¥ = ( Z)t‘l =0
(—-—-+ 1) )
(- )

KarenaI'(0) = o, sehingga o) —2¢=1  =0. Dengan

demikian, fungsi tertentu secara efektif turunannya adalah
konstanta 0, kemudian perhatikan contoh kedua berikut:

i1 _ . TO+D s

DZ[C]=D [C.to]_Cir(o_%_H) t
_ O €
G

disini kita lihat bahwa turunan fraksional suatu konstanta
tidaklah "konstan".

5. KESIMPULAN

1. Turunan fraksional adalah bentuk yang lebih umum
dari Turunan bilangan bulat. Berbeda dengan turunan
bilangan bulat dimana operasi berpusat pada bilangan
bulat, akan tetapi turunan fraksional menganggap
setiap bilangan adalah real, « > 0.

2. Menurut Riemann-Liouville turunan fraksional suatu
konstanta tidaklah nol, sedangkan menurut Caputo
turunan fraksional dari konstanta adalah nol.
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