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ABSTRAK

Kontraktif merupakan salah satu kelas khusus dari pemetaan. Dikenal sebagai syarat cukup agar
pemetaan pada ruang metrik lengkap memiliki titik tetap tunggal. Makalah ini membahas titik
tetap dari pemetaan dengan yang didefinisikan pada ruang Banach ke dirinya sendiri, khususnya
tentang ketunggalan titik tetap generalisasi pemetaan dengan suatu kondisi tipe kontraktif.
Pembuktian ketunggalan titik tetap pemetaan yang digeneralisasi tersebut dilakukan dengan cara
membuktikan ketunggalan suatu fungsi sebagai fungsi kombinasi dari pemetaan yang relevan dan
fungsi linear menggunakan teorema titik tetap Fisher. Hasilnya adalah fungsi generalisasi dari
pemetaan kondisi tipe kontraktif merupakan pemetaan kondisi tipe kontraktif.Fisher. Terhadap
syarat tertentu pada interval konstanta tipe kekontraktifan dengan kondisi terkait maka fungsi
generalisasi memiliki titik tetap tunggal. Akibatnya titik tetap pemetaan kondisi tipe terkait adalah

tunggal.
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1. PENDAHULUAN

Ada banyak kelas pemetaan. Salah satunya
adalah  pemetaan  Kkontraktif. —Pemetaan
kontraktif ~merupakan hal khusus dari
pemetaan  kondisi  Lipschitz di mana
konstanta kontraktifnya bilangan real positip
lebih kecil dari pada satu. Sebagaimana
diketahui kekontraktifan merupakan syarat
cukup untuk pemetaan pada ruang Banach
memiliki titik tetap tunggal [5]. Selain itu
dikenal beberapa istilah yang berkaitan
dengan kekontraktifan yang disebut dengan
istilah kondisi tipe kontraktif. Masing-masing
tipe kontraktif memiliki bentuk
pertidaksamaan dan syarat konstanta
kontraktif yang berlainan. Pada [3] dibahas
kondisi tipe kontraktif Kannan beserta
teorema titik tetapnya. Pada [3] dibahas
kondisi tipe kontraktfi Fisher dengan
memodifikasi tipe kontraktif Kannan beserta
teorema titik tetapnya. Selain itu pada [6]
dibahas kondisi tipe Kkontraktif Chaterjee.
Dengan memodifikasi [6] pada [2] Dixit
mendefinisikan kondisi tipe kontraktif lain
beserta pembuktian teorema ketunggalan titik

tetapnya dengan menggunakan teorema
Fisher melalui fungsi kombinasi yang
digeneralisasi, dimana  koefisien  dari

variabelnya berupa bilangan asli. Oleh karena
itu terinspirasi oleh Dixit dan menggunakan
hasil pada [2] dan [3] maka pada makalah ini
akan dibahas fungsi generalisasi dari
kombinasi pemetaan kondisi tipe kontraktif
Chaterjee dan kondisi tipe kontraktif Dixit
dalam hal koefisien dari variabelnya berupa
bilangan rasional. Adapun tujuan dari
penelitian ini adalah membuktikan
ketunggalan titik tetap pemetaan dengan
masing-masing dari dua kondisi tipe
kontraktif tersebut.

2. METODOLOGI

Untuk membuktikan ketunggalan titik tetap
dari pemetaan suatu kondisi tipe kontraktif
yang digeneralisasi  pada ruang Banach
dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:
pertama-tama mengkaji beberapa teorema
pemetaan kondisi tipe kontraktif di ruang
Banach. Kedua menetapkan bentuk koefisien
dari variabel yang dipetakan oleh pemetaan

kondisi tipe kontraktif terkait. Ketiga
mendefinisikan  fungsi  kombinasi  dari
pemetaan kondisi tipe kontraktif dan
pemetaan linear dengan koefisien dari
variabelnya berupa bilangan rasional.
Selanjutnya  ditunjukkan bahwa  fungsi
kombinasi  yang  didefinisikan  adalah
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memenuhi kondisi tipe kontraktif Fisher.
Selain itu juga ditentukan interval konstanta
kekontraktifan yang sesuai dengan bentuk
kondisi tipe Kkekontraktifan yang terkait.
Terakhir disimpulkan bahwa pemetaan yang
digeneralisasi memiliki titik tetap tunggal
pada interval kondisi kekontraktifan yang
bersesuaian.

3. KONDISI
KONTRAKTIF

Sebelum membahas beberapa kondisi tipe
kekontraktifan pemetaan pada ruang Banach
terlebih dahulu diberikan beberapa definisi
dan lemma terkait berikut.

PEMETAAN TIPE

Pada Definisi 3.1 diberikan definisi ruang
metrik.

Definisi 3.1: Misalkan X himpunan tak
kosong. Fungsi d: X X X — R disebut metrik
pada X jika untuk setiap x,y,z € X
memenuhi aksioma berikut:

[M1]d(x,y) =0,

[M2] d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = v,
[M3]d(x,y) = d(y,x),

[M4] d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

(X, d) disebut ruang metric. [1]

Pada Definisi 3.2 diberikan definisi titik
tetap.

Definisi 3.2: Misalkan(X, d) ruang metrik
dan f: X - X. x € X dikatakan titik tetap dari

fiikad(f(x),x) = 0.[5]

Pada Definisi 3.3 diberikan definisi ruang
metrik lengkap.

Definisi 3.3: Misalkan(X, d) ruang metrik. X
dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy
di X konvergen ke titik di X.[1]

Pada Definisi 3.4 diberikan definisi ruang
Banach.

Definisi 3.4: Misalkan(X, ||. ||) ruang
bernorm. X dikatakan ruang Banach jika X
lengkap. [5]

Pada Definisi 3.5 diberikan definisi kondisi
Lipschitz.

Definisi 3.5: Misalkan(X, d) ruang metrik
dan f: X — X. f dikatakan memenuhi kondisi
Lipschitz jika terdapat « > 0 sedemikian

sehingga d(f (x), f(¥)) < ad(x,y),
Vx, vy € X.[5]

Pada Definisi 3.6 diberikan definisi kondisi
kontraktif.

Definisi 3.6: Misalkan(X, d) ruang metrik
dan f: X — X. f dikatakan memenuhi kondisi
kontraktif jika terdapat a € (0,1) sedemikian

sehingga d(f (x), f(¥)) < ad(x,y),
Vx, v € X.[5]

Pada Lemma 3.7 diberikan teorema titik tetap
pemetaan kondisi kontraktif pada ruang
Banach.

Lemma 3.7: Misalkan (X,d) ruang Banach
dan f:X — X. Jika f kontraktif maka f
memiliki titik tetap tunggal.[5]

Pemetaan kondisi tipe kontraktif diperoleh
dengan memodifikasi kondisi pemetaan
kontraktif. Ada beberapa kondisi tipe
kontraktif, di antaranya adalah Kannan,
Fisher, Chaterjee, dan Dixit masing-masing
kondisi berbentuk seperti yang diberikan
berturut-turut pada Definisi 3.8, Definisi 3.9,
Definisi 3.10, dan Definisi 3.11 berikut.

Definisi 3.8: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f: X — X. f dikatakan
memenuhi kondisi tipe kontraktif Kannan

jika
d(f (), f) < ald(f(x),x) +
difm,»] @)

untuk setiap x, y € Xdana € [0%] [3]

Fisher memodifikasi kondisi tipe kontraktif
Kannan. Definisinya dinyatakan seperti pada
Definisi 3.9 berikut.

Definisi 3.9: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f: X — X. f dikatakan
memenuhi kondisi tipe kontraktif Fisher jika
d(f(x), f) < ald(f(x),x) +

d(f (), »]+ pd(x,y)

2)

untuk setiap x, y e X dana,f € [0,%].[3]

Pada Definisi 3.10 diberikan kondisi tipe
kontraktif Chaterjee.

Definisi 3.10: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f: X — X. f dikatakan
memenuhi kondisi tipe kontraktif Chaterjee
jika

d(f(x), f(y) < ald(f(x),y) +
d(f(»), )] @)

untuk setiap x, y € Xdana € [0,%].[6]

Selanjutnya Dixit memodifikasi kondisi tipe
kontraktif Chaterjee, seperti diberikan pada
Definisi 3.11.

Definisi 3.11: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f: X — X. f dikatakan
memenuhi kondisi tipe kontraktif Dixit jika
d(f (), f(¥)) < ald(f(x),y) +

d(f ), x)] —d(x,y)

untuk setiap x, y € Xdana € [0,%].[2]

(4)
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Teorema ketunggalan titik tetap pemetaan
kondisi tipe kontraktif Fisher pada ruang
metrik lengkap dinyatakan seperti pada
Lemma 3.12 berikut.

Lemma 3.12: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f: X — X. Jika f memenuhi
d(f(x), f() < ald(f(x),x) +

d(f (), »]+ pd(x,y)

untuk setiap x, y € Xdana,B € [0%]

maka f memiliki titik tetap tunggal di X.[3]

Selanjutnya menggunakan hasil pada [3]
Dixit membuktikan ketunggalan titik tetap
pemetaan kondisi tipe kontraktifnya. Dalam
pembuktian titik tetap tersebut dilakukan
melalui pembuktian ketunggalan sebuah
fungsi kombinasi yang memenuhi kondisi
Fisher beserta perumumannya. Hasilnya
dinyatakan berturut-turut seperti pada Lemma
3.13, Lemma 3.14, Lemma 3.15 dan Lemma
3.16 berikut.

Lemma 3.13: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f:X — X. Jika f memenuhi
kondisi (4) untuk setiap x, y € X dan

“EE'S]’ maka f memiliki titik tetap
tunggal di X dimana g:X — X dengan
g(x) = f(2x) — x.[2]

Lemma 3.14: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f:X — X. Jika f memenuhi
kondisi (4) untuk setiap x, y €X dan

aEEﬂ maka f memiliki titik tetap
tunggal di X dimana g:X — X dengan
9(x) = f(3x) — 2x.[2]

Lemma 3.15: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f:X — X. Jika f memenuhi
kondisi (4) untuk setiap x, y € X dan

ae[%,%], maka f memiliki titik tetap
tunggal di X dimana g:X — X dengan
g9(x) = f(4x) — 3x.[2]

Lemma 3.16: Misalkan (X,d) ruang metrik
lengkap dan f:X — X. Jika f memenuhi
kondisi (4) untuk setiap x,y € X dan

e[ﬁﬂ maka f memiliki titik tetap
tunggal di X dimana g:X — X dengan

g(x) = f(kx) = (k = Dx.[2]

Pembuktian ketunggalan titik tetap pemetaan
kondisi tipe kontraktif Dixit dilakukan
dengan cara membuktikan ketunggalan titik
tetap fungsi kombinasinya dengan bantuan
teorema titik tetap kondisi tipe kontraktif
Fisher beserta perumumannya. Dalam hal ini

koefisien dari variabelnya adalah bilangan
bulat positip.

Selanjutnya mengacu pada Lemma 3.16,
Lemma 3.12 dan Definisi 3.10 akan
dibuktikan ketunggalan titik tetap pemetaan
kondisi tipe kontraktif Chaterjee dengan
koefisien dari fungsi kombinasinya berbentuk
bilangan rasional.

Selain itu mengacu pada Lemma 3.16,
Lemma 3.12 dan Definisi 3.11. akan
dibuktikan ketunggalan titik tetap pemetaan
kondisi tipe kontraktif Dixit dengan koefisien
dari fungsi kombinasinya juga berbentuk
bilangan rasional, tetapi berbeda dengan
bentuk rasional pada kondisi Chartejee.
Secara formal hasilnya akan diberikan pada
bagian 4.

4. KETUNGGALAN TITIK TETAP

Ketunggalan titik tetap pemetaan kedua
kondisi tipe kontraktif dengan koefisien
fungsi kombinasi berbentuk bilangan rasional
dibuktikan masing-masing pada Teorema 4.1
dan Teorema 4.2.

Teorema 4.1: Misalkan (X,d) ruang metrik
lengkap dan f:X - X. Jika f memenuhi
kondisi (3) untuk setiap x,y € X dan

a € (O,i—ﬁ] maka f memiliki titik tetap

tunggal di X dimana g:X — X dengan
90 = £ (F7%) + 7 5)
Bukti:
Pilihe € (0,5 - =
Ambil x, y € X sebarang. Maka
d(g(x),g(¥) = llgx) =gl
Berdasarkan persamaan (5) maka
dg(x),g(y) = IIg(x)n—g(y)II1
= ||f(§x) Faat e
”f ((nTnJ’))_EV ||
<|f %)
Gl -
7
n+1
<lr@E9-
n
f”(m>|| + e -
y
<
a(r () s (i) +
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Berdasarkan persamaan (3) maka

d(g(), 90 < ald (f (7).
d(f (7)) + o o)
<elllr (Gx) -l +

)+

Ir Ge) =[]+
—Jlx -yl
<afflgeo - Z5x-
n;—ly” ”g(y) -
-2l +
—llx =y
<afllg —x+x -y +
ooy =]+
L jlx -yl
< a[llg(X) — x|l + ||— ‘n_+13’|| +
lg) =yl + | 2oy - 2x[] +
Ll -yl

<a(llg -l +lgG) —yll +
2 lx = yll + =l = yll] +

n+1
1
—llx =l
<alllgx) — x|l + llgy) — ¥l +
aillx -yl + aniﬂllx—yll +
EII x =yl

<afligte) - xll + g - ¥lll +
(2a =+ =) Ix -yl

n+1 n+1

< ald(g(x),x) +d(g(y),y)] +
Bd(x,y)

dimana = 2a—— + ——dan 0 < § <= dan
n+1 n+1 2

ae (0]
Jadi d(g(x),9()) < ald(g(x),x) +
d(g), M1+ Bd(x,y).
Jadi terdapat a € (0,l — i] dan g € [0, 3]

4 4n 2
sedemikian sehingga d(f (x), f(¥)) <
afd(f(x), %) +d(f ), ¥)] + Bd(x,y)
untuk setiap x, y € X.

Dengan demikian g memenuhi kondisi
Lemma 3.12. Akibatnya g memiliki titik
tetap tunggal di X misal p. Berdasarkan
Definisi 3.2 maka d(g(p),p) = 0. Ini berarti
gp) =p. Berdasarkan persamaan (5) maka

g) = f(—p) —p=p

n+1 n+1
f(—P) = mp- Jadi  f(c) =c, dengan

n+1

C—Ep. Oleh karena itu fmemiliki titik
tetap tunggal di X.

Teorema 4.2: Misalkan (X, d) ruang metrik
lengkap dan f: X — X. Jika f memenuhi
kondisi (4) untuk setiap x,y € X dan

n
[Z(nﬂ) 4(n+1)] maka f memiliki titik
tetap tunggal di X dimana g: X — X dengan

n+1

96 = f (7x) =2 ©)
Bukti:
Piliha € Sn

2(n+1) 4(n+1)
Ambil x,y € X sebarang. Maka

dgx),g) =llgx) =gl

Berdasarkan persamaan (6) maka
d(g(x), ng+§y)) —1|Ig(x) —nggy)ll )
- (550) -t () + 3]
| (5 x) =7 ()| + e =2
EE f(%%y)H+%Hx—y"
<d <f (%2x), 1 ("T“y» +=d(x,y)
Berdasarkan persamaan (4) maka
<ald(r(57x).50y) +
a(r ()5 -

d("2x™2y) +2d(x,y)
<allr(5x) -2

N IA

el

| () = =] -

[ =5l +
~llx =yl
<allr (52x) -2y +

I () -2 -
P2l = yll + < llx =l
Sa[||g(x)+ x——y||+
. loer+5y=2+]] -
x—=y
Sa[||g(x)—x+n7+1x—
2y + oo -y +22y -
x| e =yl
<afllgle) - xll +
nb1, _mit _
[ o f”_+ L
vl + [y =]
llx — yll
<alllg) — Il +
lg®) =yl + a2 ||x —
yll +a == x = yll - llx =
vl
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<alllg(x) — x|l +
lg(y) —ylll +
1) llx -yl
d(g(x),g»)) < ald(g(x),x)

+d(g),y)] + pd(x,y)

Dimana g = Za"T”— ldan0<p Sé.
Jadi d(g(x),g)) < ald(g(x),x) +
d(g(), M1+ pd(x,y).
Jadi terdapat « €

p € [Oﬂ sedemikian
d(f(x), f) < ald(f(x),x) +

d(f ), »)] + pd(x,y)
untuk setiap x, y € X.

L —3"] dan
2(n+1)’ 4(n+1)

sehingga

Dengan demikian g memenuhi kondisi
Lemma 3.12.

Akibatnya g memiliki titik tetap tunggal di X
yaitu p.

Berdasarkan Definisi 3.2 maka d(g(p),p) =
0. Ini berarti g(p) = p.

Berdasarkan persamaan (6) maka g(p) =
n+1 1

f(5p)—sp=v

f(nTHp) = nTHP- Jadi f(c) =c¢, dengan

C=n7+1p. Oleh karena itu fmemiliki titik

tetap tunggal di X.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan  hasil pembahasan  dapat
disimpulkan bahwa pemetaan kondisi tipe
kontraktif Chaterje (3) dan Dixit (4) yang
didefinisikan pada ruang Banach dengan
koefisien dari variable fungsi kombinasi
masing-masing berbentuk bilangan rasional
seperti pada persamaan (5) dan (6) adalah
memiliki titik tetap tunggal asalkan konstanta
kontraktif terkait memenuhi interval
konstanta kondisi tipe kekontraktifan. Dalam
hal ini, tiap interval konstanta kondisi tipe
kekontraktifan adalah berlainan bergantung
pada n.
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